Tema 2: Distribuciones bidimensionales
Variable Bidimensional (X,Y) Sobre una poblacion se
observan simultdneamente dos variables X e Y.

La distribucion de frecuencias bidimensional de (X,Y) es
el conjunto de valores

{5, ypin} 1=1, ..., p; J=1, ...,q tal que

Zp i nij — N O equivalente: i i fij -1
| J l J

donde n; es la frecuencia absoluta conjunta o total de elementos en
la poblacion que presenta el valor bidimensional (x;, y,).

La frecuencia relativa conjunta f; es la proporcion de elementos en la
poblacion que presenta el valor (x;, y)).



Tema 2: Distribuciones bidimensionales

La distribucion de frecuencias bidimensional de (X,Y) se puede expresar en
una tabla bidimensional:

marginales

yl y2 yj yq Columnade
o L
X5 Ny | Ny Ny; Nog | Nox
Frecuencia absoluta
\¥// / Ij \
fila columna
XIO npl nIO2 npj npq np*
n*l n*2 *\ n*' n* N
j q AN
ol Total de
elementos en
Fila de Lla poblacidon
frecuencias




Tema 2: Distribuciones bidimensionales

La distribucion de frecuencias bidimensional de (X,Y) se puede expresar en
una tabla bidimensional (frecuencias absolutas):

Yo [ Y2 | | Y | | Y
q
X n n N, n Nqx . = y
1| M| Nz 1 | M|, Total fila 1 N =2 N,
— j=1
q
Total de elementos .
que presentan el Ny = Z nij
valor x; =
X Ny | Ni2 N “\% N -~
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que presentan
X €Y
q
X n n N, n N« 4 . n.,= n..
p pl p2 pj pq P T Total fila D p ; pj
n* n* . n*' . n* N 4// TOta‘I de q p
. z /7 ,Jt q elementos en la N = Zznij
poblacién =1 i-L

Total de
elementos que
presentan el
valor y;

p
Total . n. = Z n;
columna | i=1




Tema 2: Distribuciones bidimensionales

La distribucion de frecuencias bidimensional de (X,Y) se puede expresar en
una tabla bidimensional (frecuencias relativas):

Y1 Y, Yi Yq Proporcion de
—_— Total fila 1 elementos
Xy fiy fio flj flq f. iEEe ol tihe que presenta
; el valor x,
X, |y |y fy; fo |fx | —> Totalfila2
g
fi* = Z fij
j=1
P
Xi fiq fi fi «\_Iflq\ fi
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Xp fpl fp2 fpj qu fp* X; ey,
q _p
f, f, f, 1 _
1 2 q 1= ZZ f;

T j=1 i=1

Total Total
columna j columna g

Proporcion de
elementos que
presenta el valor

Yi




Tema 2: Distribuciones bidimensionales

*Uno de los objetivos del analisis de distribuciones
bidimensionales es estudiar si existe asociacion o relacion entre
las variables X eY.

A partir de una distribucion bidimensional se obtendran
distribuciones unidimensionales de dos tipos: marginales y
condicionadas.

*Dos distribuciones marginales:
—Marginal de X
—Marginal de Y

eCondicionadas:
— @ distribuciones condicionadas de los valores de X a los q valores de Y
— p distribuciones condicionadas de los valores de Y a los p valores de X



MARGINAL DE X

Tema 2: Distribuciones bidimensionales

A partir de una distribucion bidimensional se pueden obtener 2 distribuciones
unidimensionales MARGINALES: Marginal de X y Marginal de Y.

X ni* | fi*
X, |[Npe | i
Xo [Ny | Fi
X N, | fi
Xp | Npe | fpe

N 1

Marginal de X: expresa como se distribuye X
en la poblacion total, al margen de la otra
variable

Marginal de Y: expresa como se distribuye Y
en la poblacion total, al margen de la otra
variable

MARGINAL DE Y

Y y1 y2 yj yq
n*j n*l n*2 n*J n*q
f*j f*l f*2 f*] f*q




Tema 2: Distribuciones bidimensionales

A partir de una distribucion bidimensional se pueden obtener distribuciones
unidimensionales CONDICIONADAS: de Xy de Y.

CONDICIONAL DE X/ Y=y,

Condicional de X dado Y=yj: expresa cOmo se
distribuye X en la subpoblacién que cumple la
condicion de presentar el valor Y=yj

Condicional de Y dado X=xi: expresa coOmo se
distribuye Y en la subpoblacion que cumple la
condicidon de presentar el valor X=xi

X n; |y

X4 ny; nljln*j:fl,j

X, Nyt | Ny, /n*j:fz,j

X n; | N /n*j:fi,j
‘\I n*J \\I‘ 1

Total de elementos en
la subpoblacion

Total de
elementos en
CONDICIONAL DE Y [ X=x; la Subpoblaci\én
Yooyr |V Y Yq \
nij nll ni2 nlj niq nl*
fj/l n|1/n|* n|2/ni* nij/n,* niq/n,* 1
=Ty =Ty =Tiji =Ty




Tema 2: Distribuciones bidimensionales

Ejemplo distribucion bidimensional (en frecuencias absolutas y en relativas):
Un grupo de 91 nifios se clasifica segun su edad (X) y puntuacion en un test (Y)

Frecuencias absolutas Frecuencias relativas
S =nitt,
1 N
TEST TEST
Edad 120 125 130 Edad 120 125 130

5 10 8 2 20 5 0,110 0,088 0,022 0,220

6 [ ( 8 6 21 6 0,077 0,088 0066 | 0,231

! 2 10 13 25 10 7 0,022 0,110 0143 | 0,275

8 1 4 20 25 0110=— ' ’ ) '
8 oou 0,044 0220 | 0,275

0,451 1,000

¢, Como se expresa la distribucion bidimensional en frecuencias relativas a partir de la de
frecuencias absolutas?

iEs muy facil! Se divide cada casilla (frecuencia absoluta) entre N (91)

Observa que la fila y columna marginales (sombreadas) representan las frecuencias
marginales (las absolutas en tabla de la derecha vy las relativas en la de la izquierda).



Tema 2: Distribuciones bidimensionales

Ejemplo distribucion bidimensional (en frecuencias absolutas y en relativas):
Un grupo de 91 nifios se clasifica segun su edad (X) y puntuacion en un test (Y)

En frecuencias absolutas En frecuencias relativas
TEST TEST
Marginal Marginal

Edad 120 125 130 l Edad 120 125 130 l
5 10 8 2 20 5 0,110 0,088 0,022 0,220
6 7 8 6 21 6 0077 | 0088 0,066 | 0,231
7 2 (10 13 = 7| 0022 Qo,nQ 0143 | 0,275

8 1 4 20 25

8 0011 | » 0,044 0220 | 0,275

Marginal —» 30 A 91 Marginal —»
0,330 0,451 1,000

¢ Como se interpretan los valores 10y 20?

A
Hay 10 nifios que tienen 7 afios y puntuacion 125 en el test. Hay 20 nifios con puntuacion igual a 120.

¢,Como se interpretan los valores 0,110y 0,220?

Hay una proporcién de 0,11 nifios que tiene 7 afios y puntuacion 125 en el test. El 22% de los nifios
tiene puntuacion igual a 120.
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Ejemplo (continuacion)
Distribuciones marginales de |la Edad y Test

Distribucion marginal Distribucion marginal
de la Edad Del Test
NUmero Proporcién TEST Z&r;irgsde glrjrp:]%r(():;én de
Edad alumnos de alumnos
. - 0.220 120 20 0,220
- - 0.231 125 30 0,330
. e 0.275 130 41 0,451
8 25 0,275
o1 . 91 1

Observa que el total de individuos observados en cada marginal es 91. Todos.

¢que porcentaje de nifos tiene edad igual 5?

¢,qué proporcion de alumnos obtiene en el test mas de 125 puntos?
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Ejemplo (continuacion)
Distribuciones condicionadas de la Edad a los valores del test

Distribuciéon bidimensional

Distribuciones condicionadas de la Edad

TEST TEST
Edad 120 125 130 Edad 120 125 130
s| , 10 IRE 20 0,500 0,267 0,049 0,220
N L sl 1 o ” 0,350 0,267 0,146 0,231
: | > | 0 | 13 e 0,100 0,333 0,317 0,275
sl v 1 v 4| v 20 - 0,050 0,133 0,488 0,275
20 30 41 91 1,000 1,000 1,000 1,000

¢, Como se hace?
Se divide cada casilla de la bidimensional (tabla izquierda) entre el total de columna.
Las flechas de la tabla indican la direccion en que se han de hacer los céalculos

Por ejemplo, para obtener la distribucion condicionada de la Edad / test =120 se divide
cada casilla de la columna encabezada por 120 por el total de columna (20). Observa
gue la poblacion gue cumple esa condicion es de 20 nifios.

Observa gue la ultima fila esta formada por unos. Hay 3 distribuciones condicionadas.
Una marginal.
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Ejemplo (continuacion)
Distribuciones condicionadas de la Edad a los valores del test

Disftlotie I phiaiignone! Distribuciones condicionadas de la Edad

TEST TEST
Edad 120 125 130
Edad 120 125 130 5 0,500 0,267 0,049 0,220
5 0110 | | o088 | ! 0022 0,220 6 0,350 0,267 0,146 0,231
6 0,077 : 0,088 : 0,066 | 0,231 7 0,100 0,333 0,317 0,275
7 0022 | I o110 | I 0143 | 0,275 8 0,050 0,133 0,488 0,275
8 0011 | 0044 | 0220 | 0275 1,000 1,000 1,000 1,000

0,220 0,330 0,451 1,000

¢, Como se hace si la distribucién bidimensional esta en frecuencias relativas?

Igual que antes. Se divide cada casilla de la bidimensional (tabla izquierda) entre el total de columna.
Las flechas de la tabla indican la direccion en que se han de hacer los calculos

Por ejemplo, para obtener la distribucién condicionada de la Edad / test =120 se divide
cada casilla de la columna encabezada por 120 por el total de columna (0,022). Observa
gue la poblacion que cumple esa condicién es de una proporcion igual a 0,022 nifios.

Observa gue la ultima fila esta formada por unos. Hay 3 distribuciones condicionadas
de la Edad. Una marginal de la Edad.
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Ejemplo (continuacion)
Distribuciones condicionadas del Test a los valores de la edad

DS EeIunbialneRSio ol Distribuciones condicionadas del Test

TEST TEST
Edad 120 125 130
Seit A o2 = 5 0,500 0,400 0,100 1
0,110 0,088 0,022 0,220 5 0,333 0381 0,286 )
2 7 0,080 0,400 0,520 1
0,077 0,088 0,066 0,231 8 0,040 0,160 0,800 )
2 0220 0330 0451 1
0,022 0,110 0,143 0,275
! ' ¢, Coémo se hace?
0,011 0,044 0,220 0,275
8

Las flechas de la tabla indican la direccion en que se han de
hacer los célculos

0,220 0,330 0,451 1,000

Por ejemplo, para obtener la distribucion condicionada del test /Edad=6 afios se divide cada casilla de la
fila encabezada por 6 entre el total de fila (0,231). Observa que la poblacion que cumple esa condicion
es de una proporcion igual a 0,231 nifios.

Observa que la tltima columna esta formada por unos. Hay 4 distribuciones condicionadas
del test. Y la marginal del test.
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*Uno de los objetivos del analisis de distribuciones
bidimensionales es estudiar si son independientes o por el
contrario, existe asociacion o relacion entre las variables X e Y.

sLas variables X e Y se dicen que son independientes si los
valores de una de ellas no afecta a la distribucion de la otra. Esto
equivale a decir que todas las distribuciones condicionadas
sean iguales.

*De modo equivalente se dice que las variables X e Y son
iIndependientes si se cumple que la frecuencia relativa conjunta
es igual al producto de las frecuencias relativas marginales.

*Si las variables no son independientes se dice que estan
relacionadas o asociadas. Las distribuciones condicionadas NO
son iguales.



Ejemplo:

Tema 2

Comprueba si son o0 no independientes las variables X e Y de la distribucion
bidimensional (X, Y) siguiente:

x1
X2
X3
X4

yl

y2

23
12
15

57

69
36
45
21

171

92
48
60
28

228

Calculo

Basta ver que las distribuciones
condicionadas son iguales. Por ejemplo,
las condicionadas de X/Y

“

Condicionadas de X a los valores de Y: X/Y

Lectura

X1
X2
X3

x4

yl 2 —~
/0,408 /0,404 \

0,404
0,211 0,211 0,211
0,263 0,263 0,263
0,123 0,123 0,123

\_ Y\ ¥

1

¢, Como se hacen los calculos?

Verticalmente: Dividiendo cada casilla
(frecuencia) entre el total de columna

Observa que la variable X se distribuye igual
en el conjunto de individuos que presenta la
condicion Y=y1, que en el grupo que cumple
Y=y2.

La lectura de la tabla de condicionadas se hace en sentido contrario al que se hayan realizado los calculos; es decir, en el
ejemplo la lectura es horizontal: Fila 1: 0,404 = 0,404; Fila 2: 0,211=0,211; Fila 3: 0,263=0,263; Fila 4: 0,123=0,123.

Todas las condicionadas son iguales. Por tanto las variables X e Y son INDEPENDIENTES
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Ejemplo (Continuacion):
Comprueba si son o no independientes las variables X e Y de la distribucion bidimensional (X, Y)
siguiente:

Célculo
yl y2 —

x1 23 69 92

X2 12 36 48 Otro modo de ver que son independientes es

X3 15 45 60 comprobando que las distribuciones condicionadas

x4 7 21 28 de Y/X son todas iguales.

57 171 228

~ >

Condicionadas de Y a los valores de X: Y/X
¢, Como se hacen los calculos?

yl y2
T | XL 0,250 0,750 1,000 Horizontalmente: Dividiendo cada casilla (frecuencia)
@ .
O X2 0,250 0,750 1,000 entre el total de fila
mr
C = - - o e
® © L ) 1000 Observa que la variable Y se distribuye igual en el conjunto de
{ s x4 0,250 0,750 1,000 individuos que presenta la condicién X=x1, que en el grupo
0,25 0,75 1 que cumple X=x2,..., y que en el grupo X=x4.

La lectura de la tabla de condicionadas se hace en sentido contrario al que se hayan realizado los calculos; es decir, en el
ejemplo la lectura es vertical: Columna 1: 0,250 = 0,250 =0,250 = 0,250 ;Columna 2: 0,750=0,750=0,750=0,750.

Todas las condicionadas son iguales. Por tanto las variables X e Y son INDEPENDIENTES
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Ejemplo (Continuacion):
Comprueba si son o no independientes las variables X e Y de la distribucion bidimensional (X, Y)
siguiente: (Puedes hacerlo con frecuencias absolutas o con relativas)

Otro modo de ver que son independientes es

1 2 : : :
Y Y comprobando que las frecuencias relativas conjuntas
X 23 o 21 verifican la ecuacion:
2 12 36 48
* ni* * n*J
3 45 60 _ : L R B
X @ > fij = fi* : f*j O la equivalente nij —
x4 l 7 21 28 N
57 171 228 (JCémo’)
60-57
Comprueba que cada frecuencia absoluta verifica la ecuacion. Por ejemplo, e
228
~
yl y2 »
— ;, COmMo?
x1 (0,109_ 0.303 L 0,404 (’ ; _ i
o s G e si prefieres usar la primera ecuacion:
3 0,066 (011@_ﬂ 0,263 Se obtiene la distribucién bidimensional en
) 0,031 0,002 0.123 frecuenCIas_ relativas. Para ello _d|V|de cada casilla
. correspondiente a una frecuencia absoluta entre 228
’ 0,250 Y 0,750 1,000

Por ejemplo, 0,101=23/228.

Comprueba luego que se verifica 0,101=0,0404 por 0,.250; 0,303= 0,404 por 0,750; ..... ,
0,092 = 0,123 por 0,750.
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*Resumiendo, habras observado que una tabla bivariante para una
bidimensional (X, Y) puede expresarse en frecuencias absolutas y relativas.
*Cuando las variables X o Y son cualitativas se denomina tabla de
contingencia

*Una tabla en proporciones puede indicar que hay una sola distribucion
bidimensional o que hay varias distribuciones unidimensionales condicionadas.

¢, Como puedo saber si hay una sola distribucion de caracter bidimensional o
varias condicionadas (unidimensionales)?

—La respuesta es facil. Sila suma de todas las frecuencias de la tabla es 1, hay
una sola distribucion bidimensional. Estas proporciones se obtienen dividiendo
cada frecuencia absoluta n; entre el total de elementos N.

—Si la suma de cada columna es 1, hay tantas distribuciones como columnas. Las
proporciones se han obtenido dividiendo cada casilla por el total columna.

—Si la suma de cada fila es 1, hay tantas distribuciones como filas. Las
porporciones se han obtenido dividiendo cada casilla por el total de fila.

*\V/amos a repasar un ejemplo que ya vimos.



Ejemplo (repaso)

Tema 2

Edad 120
0,500
0,333
0,080

0o N O O

0,040
0,220

TEST
125
0,400
0,381
0,400
0,160
0,330

130
0,100
0,286
0,520
0,800

0,451

Observa que la suma de las frecuencias de cada filaes 1

Hay 5 distribuciones UNIDIMENSIONALES: 4 condicionadas y una marginal
¢ Como se interpreta la frecuencia 0,100 de la fila 1?

El 10% de los nifios que tienen 5 afos ha obtenido una puntuacion de 130 en el test

¢,Cual es la distribucion condicionada del Test para el grupo que tiene 8 afios?

Edad 120
8 0,040

TEST

125

0,160

130

0,800

¢ Como se distribuye la edad?

No se puede saber con la informacién que hay en la tabla bidimensional
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Cuando las variables X o0 Y son cualitativas se
denomina tabla de contingencia.

*Un analisis tipico de una tabla de contingencia es el
estudio de la posible asociacion o relacion entre las
variables X e Y.

Un medida muy importante de asociacion es el
estadistico Chi-cuadrado:.

P g, (t; — Ny ? i b
ZZZZZ( t . Con |Li= :

Donde t; es el valor de la frecuencia que teoricamente
se observaria si las variables X e Y fueran
Independientes



Tema 2
Ejemplo:

Vamos a calcular este estadistico en los dos
ejemplos anteriores.

1 2
4 4 b & (t, —n.)°

x1 23 69 92 ZZ_ Z ij ij
x2 12 36 48 et & L.

=1l j=1 ij
x3 15 45 60
x4 7 21 28

ni*.n*j
57 171 228 con tij:
N

Observa que:

9257 . 92171 . . 28171 .

1 208 ' 12 908 4z 908

Observa que todo t; coincide con lo observado realmente (n;) y los numeradores
de la expresion de Chi-cuadrado son todos nulos, y por tanto la suma 'y
Chi-cuadrado es cero.
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Ejemplo:Veamos el valor de chi-cuadrado en la
tabla siguiente:

S (tij_ni')2
TEST )(2 :ZZ L. J

Edad 120 125 130
5 10 8 2 20
6 7 8 6 21 ni*.n*j
Con tij =
7 2 10 13 25 N
8 1 4 20 25
20 30 41 91
©20-20 20-30 25.41

t,=—=4396;, t,=—=6,593,...;t,=——=11264
1T g1 127 g1 %~ g1

Para realizar los calculos es comodo colocar columnas que indiquen los pasos
sucesivos a realizar para obtener el estadistico:
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Ejemplo:Veamos el valor de chi-cuadrado en la tabla siguiente:

Valores observados (n;) Valores tedricos bajo independencia (t;)

TEST TEST
Edad 120 125 130
Ela 120 125 130 5 4,396 6,593 9,011 20
5 10 5 5 20 6 4,615 6,923 9,462 21
6 7 5 5 1 7 5,495 8,242 11,264 25
7 2 10 13 25 8 5,495 8,242 11,264 25
8 1 4 20 25 20 30 41 91
20 30 41 91
20-20 20-30 25-41
t,=—=439;, t,=——=6593,...;t,,=—=11,264
11 01 12 43

Para realizar los calculos es comodo colocar columnas que indiquen los pasos
sucesivos a realizar para obtener el estadistico:
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Ejemplo:Célculo chi-cuadrado (continuacion):

La tabla siguiente indica los calculos necesarios

n;; ti it (nij-tij)’\z (nij-tij)"z / t;
10 4,3956 5,6044 31,4093 7,1456
7 4,6154 2,3846 5,6864 1,2321
2 5,4945 -3,4945 12,2116 2,2225
1 5,4945 -4,4945 20,2006 3,6765
p q (t| . n")Z 8 6,5934 1,4066 1,9785 0,3001
Zz = Z Z : ! 8 6,9231 1,0769 1,1598 0,1675
i=1 j=1 tu 10 8,2418 1,7582 3,0914 0,3751
4 8,2418 -4,2418 17,9925 2,1831
2 9,0110 -7,0110 49,1540 5,4549
6 9,4615 -3,4615 11,9822 1,2664
13 11,2637 1,7363 3,0146 0,2676
20 11,2637 8,7363 76,3223 6,7759
La suma de la ultima columna es el valor de chi-cuadrado 31,067




ema 2

e Analisis de regresion
El analisis de regresion consiste en la busqueda de
una funcidn que exprese laforma en que se

relaciona una variable dependiente (Y) con unao
mas variables independientes (X)

* Nos ocuparemos solo del caso de regresion lineal
simple: una variable dependiente y otra independiente.

e Se supone que la relacion entre las variables es
aproximadamente lineal (una recta). Una forma visual
de comprobar si es o0 no lineal la trayectoria de la
relacion entre las variables es mediante el denominado
diagrama de dispersion o nube de puntos.
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e Grafico de dispersion o Nube de puntos.

— Es la representacion grafica en el plano del conjunto
de puntos (xi, yi) que constituyen los valores
bidimensionales de la variable bidimensional (X, Y).

Renta y mortalidad infantil en 6 paises
Renta Mortalidad
100 7 7004 O
110 5
130 4 6007
140 3
140 2 § "7 ©
8
150 2 G
€ 4,00 o
Se observa una trayectoria 300 o
casi lineal
2,00 O O

I I I I I I
100,00 110,00 120,00 130,00 140,00 150,00

renta
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 Recta de regresion de Y sobre X.
e Larecta de regresion Y/X presenta la forma:

Ordenada :
en el origen Pendiente Variable independiente

Variable dependiente

El objetivo es encontrar los valores a y b que definen la recta que se encuentra
a la minima distancia de los puntos de la nube.

El procedimiento que permite encontrar dicha recta se denomina de minimos
cuadrados
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 Recta de regresion de Y sobre X: Y/X: Y=a+bX

S:Z:dizﬂi ZZ(Yi _yli)zni =
ZZ(Yi —a=bx)"n,

Para obtener el minimo de S se
deriva la ecuacion anterior respecto
de ay b. El sistema de ecuaciones
generado viene dado por:

Zy,nI —aZn +be,nI
Zx y.n, —aZx +bzi:xini

Y la solucion ay b es:

inyini

Rentay mortalidad infantil en 6 paises

7,00

6,00

Yi, |

ortalidad

m
»
-0
S
|

w
?

2,00

| Y=a+bX

; (@]
T T T — T T

b:

N
Z x2n.

100,00 110,00 120,00 )GIB0,00 140,00 150,00

renta X

Nota: El estadistico Cov(X,Y) se
denomina covarianza de X e Y.
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 Recta de regresion de X sobre Y.
e La recta de regresion X/Y presenta la forma:

X = /a'+I?'Y\

Ordenada :
en el origen Pendiente Variable independiente

Variable dependiente

El objetivo es encontrar los valores a’ y b’ que definen la recta que se encuentra
a la minima distancia de los puntos de la nube.

El procedimiento que permite encontrar dicha recta se denomina de minimos
cuadrados
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 Recta de regresion de X sobre Y: X/Y: X=a'+b’Y
S= Zdn—Z(x—x)n

Rentay mortalidad infantil en 6 paises

=, Z(Xi —a'-b'y;)’n, Y
i 07 0 X=a'+b’Y

Para obtener el minimo de S se
deriva la ecuacion anterior respecto .
de a’'y b’. El sistema de ecuaciones
generado viene dado por:

Zx —aZn +b' Zy,nI
Zx yin, —aZy.n. +b' Zy.n. 7

di=x;-X’,

mortalidad
ul
3

1

P

o

S
]

g e g > o
Y la solucion a’ y b’ es: | —— | |

100,00 110,00 120,00 )(130 ,00 140,00 150,00

Xi renta ! X
Z XiYil;
b ' - XY _ Cov(X,Y) — — Nota:_ Observa que el procedi_mientos es
- Z y2n. - Var(Y) a'=X-b'Y el mismo salvo que se cambian los papeles
i _y? de X por Y. Las distancias ahora son
N horizontales (paralelas al eje X).
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e Las rectas de regresion de Y sobre Xy de X
sobre Y se cortan en el punto medio de las
variables. Cuando el ajuste es perfecto, las dos
rectas coinciden

Rentay mortalidad infantil en 6 paises

mortalidad
ul
IS

1

ES

o

o
]

w
?

2,00 ©) ©)

I I I I I I
100,00 110,00 120,00 130,00 140,00 150,00

renta
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 Ejemplo:
— Obtenga las rectas de regresion de Y sobre X y de X sobre Y.
— Y=Mortalidad infantil, X=Renta per capita Y =a+bX X =a'+b'Y

Recta de regresion de Y sobre X; Y =a+bX
Renta Mortalidad
100 7 PRI — —
! - XY =Y —
i L N _ Cov(X,Y) a=Y —bX
7 , > x2n, Var(X)
i _X?
140 3 N
140 2 Para determinar a y b necesitamos los calculos que expresamos por comodidad
e 2 en las columnas de la tabla siguiente:
> oxn,
[ - 1 ini
X = _ 1710 _ 198333 V_Zy _23_5ga3
Mortalidad N 6 b N e
Renta(X) | (Y) XY Xn2 Zin-
100 v 700 10000 T x2 100700 3
V(X)= —X?%= —128,333% = 313,889
110 5 550 12100
130 4 520 | 16900 Z Al R
Cov(X,Y)=—"———-XY =——-128,333-3.833=-30,278
140 3 420 19600 N 6
140 2 280 19600 p o COV(X.Y) -30278 0,096
150 2 300 22500 Var(X) 313889
770 23 2770 100700

a=Y —bX =3,833—-(-0,096-128,333) =16,212




Ejemplo (continua):
— La ecuacion de la recta de regresion de Y sobre X es:

Tema 2

Y =16,212-0,096 X

Obtenga la recta de regresion de X sobre Y:

Renta(X)

Mortalida
d(y)

XY

Y~2

100

700

49

110

550

25

130

520

16

140

420

140

280

150

NN WO

300

770

23

2770

107

o COV(X,Y) _-30,278 _

Var(Y)

3,139

—9,646

X =a+bh'Y
inyini L
o N Cov(X,Y)
B Zyizni Var(Y)
] _y?
N
2.y
V(Y) = 107

i AL L ¥ e Da4ad
N 6

a'= X —b'Y =128,333—(-9,646-3,8333) =165,310

X =165,310-9,646Y
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Coeficiente de correlacion lineal de Pearson.

Un coeficiente muy usado para medir el grado de relacion lineal entre las
variables X e Y es el debido a Pearson, que notamos con r

Se define como el cociente entre la covarianza y el producto de las
desviaciones tipicas de las variables

Al coeficiente r al cuadrado se denomina coeficiente de determinacion y
expresa la proporcion de variacion de la variable dependiente que es
explicada por la independiente.

También se usa como medida de bondad de ajuste. Una propiedad
interesante del coeficiente de correlacion lineal de Pearson es que esta
comprendido entre los valores -1y 1. El valor O indica ausencia de
correlacion lineal. Los valores -1y 1 indican correlacion lineal perfecta
(todos los puntos estan sobre las rectas de regresion), el negativo indican
gue cuando una variable crece (disminuye) la otra decrece (aumenta) y el
positivo indica que cuando una aumenta (disminuye) la otra también aumenta
(disminuye).

Se dice que la correlacion es mas débil cuanto mas se aproxima a cero. Y
mas fuerte cuanto mas se aproxima a los extremos -1 0 1.

:

_ Cov(X,Y)

2 _ Cov®(X,Y) _Cov(X,Y) Cov(X,Y) 5
V(X)-VEY)  V(X) V(Y)

-1<r<1

0,0,
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« Ejemplo: Con los datos del ejemplo anterior determina el coeficiente de
correlacion lineal de Pearson y Coeficiente de determinacion. Interpretacion.

2 2
2L COV(XY) | (30278)° oo
V(X)-V(Y) 313889-3139

El 93% de la variabilidad de la variable dependiente es explicada por la independiente

r =—4/0,930 =-0,965

El coeficiente de correlacion lineal de Pearson presenta un valor negativo y préximo
a -1 (-0,965), por tanto, las variables estan relacionadas linealmente con fuerte grado
de relacion positiva. Es decir, cuanto mayor es la renta menor es la mortalidad.

Observa gue el signo de la correlacion es el signo de la covarianza
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« Ejemplo: Con los datos del ejemplo anterior determina el coeficiente de
correlacion lineal de Pearson y Coeficiente de determinacion. Interpretacion.

2 2
2L COV(XY) | (30278)° oo
V(X)-V(Y) 313889-3139

El 93% de la variabilidad de la variable dependiente es explicada por la independiente

r =—4/0,930 =-0,965

El coeficiente de correlacion lineal de Pearson presenta un valor negativo y préximo
a -1 (-0,965), por tanto, las variables estan relacionadas linealmente con fuerte grado
de relacion negativa. Es decir, cuanto mayor es la renta menor es la mortalidad.

Observa gue el signo de la correlacion es el signo de la covarianza
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« Ejemplo: Con los datos del ejemplo anterior determina la recta de regresion
de Test sobre Edad, el coeficiente de correlacion lineal de Pearson y
Coeficiente de determinacion. Interpretacion. Determina el valor esperado o
ajustado para el test para un nifio de 10 anos.

Test = a+bEdad
TEST i Cov (X,Y)
Oy 'Oy
Edad 120 125 130
2
5 10 8 2 20 r2 B Cov (X,Y)
6 7 8 6 21 =
7 2 10 13 25 V(X)-V(Y)
8 1 4 20 25
Test=a+b-10
20 30 41 91

Vamos a expresar la tabla en un formato mas comodo para realizar los calculos:
3 columnas

Nota: Observa que en el ejemplo
Edad Test Eiechencias gue vimos anteriormente se omitio
la columna frecuencias por valer 1
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Ejemplo (continuacion): La tabla siguiente recoge los calculos necesarios

frecuencias

Edad=X Test=Y =n Xn Yn XYn X~2n Y~2n
5 120 10 50 1200 6000 250 144000
6 120 7 42 840 5040 252 100800
7 120 2 14 240 1680 98 28800
8 120 1 8 120 960 64 14400
5 125 8 40 1000 5000 200 125000
6 125 8 48 1000 6000 288 125000
7 125 10 70 1250 8750 490 156250
8 125 4 32 500 4000 256 62500
5 130 2 10 260 1300 50 33800
6 130 6 36 780 4680 216 101400
7 130 13 91 1690 11830 637 219700
8 130 20 160 2600 20800 1280 338000
601 11480 76040 4081 1449650

Test=a+bEdad =Y =a+bX
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Ejemplo (continuacion):

X

601 =6,6044;Y = 11480 =126,1538
91 91

Cov(X,Y) =~ = ~6,6044.126,1538 = 2,4345

76040

V(X) =298 g 60447 —12281
91

5 24345
1,2281
a =126,1538 —1,9823-6,6044 =113,0619

=1,9823

Test =113,06 +1,98Edad
132,86 =113,06+1,98-10

V(Y)= 1449650

—126,1538° =15,4269

Test =113,06 +1,98Edad

Test=a+bEdad =Y =a+bX

2 _ Cov?(X,Y)  2,4345°

r=0,5593

_ _ =0,3128
V(x)-V(Y) 1,2281-15,4269
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